
]headings
empty

5 Reelle Funktionen

[Definition]Die relle FunktionEine Funktion f : D → Z mit D,Z ⊆ R heisst reelle oder reellwertige Funktion . Innere Punkte, ussere Punkte und Randpunkte des Definitionsbereichs x ∈ D werden auch als innere Stellen, ussere Stellen und Randstellen bezeichnet. 5 Reelle Funktionen

[Definition]c-Stelle und NullstelleSei f : D → Z eine reelle Funktion. Man nennt die Stelle x ∈ D mit f(x) = c eine c-Stelle von f . Fr c = 0 spricht man von einer Nullstelle von f . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Der natrliche Definitions- und WertebereichDer natrliche Definitionsbereich Df einer reellen Funktion y = f(x) gibt an, fr welche Argumente x ∈ R die Abbildungsvorschrift f(x) ausgewertet werden kann.

Der natrliche Wertebereich ist Wf = f(Df ) 5 Reelle Funktionen

[Satz]Der Graph der UmkehrfunktionIst f eine bijektive Funktion, dann entspricht der Graph der Umkehrfunktion f−1 dem an der x = y -Achse (Winkelhalbierende) gespiegelten Graphen von f . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Affin-lineare FunktionEine Funktion mit Abbildungsvorschrift

f(x) = a0 + a1x

und a0, a1 ∈ R heisst affin-lineare Funktion .

Man nennt a0 den y-Achsenabschnitt und a1 die Steigung der Funktion. 5 Reelle Funktionen

[Definition]PolynomeEine Funktion mit Abbildungsvorschrift

p(x) =

n∑
k=0

akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n

n ∈ N0 und Koeffizienten a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0 , heisst Polynom oder ganzrationale Funktion n-ten Grades .

Man nennt an den fhrenden Koeffizienten und spricht vom Grad n des Polynoms. Im Fall an = 0 fr alle n ∈ N0 spricht man von einem Nullpolynom. 5 Reelle Funktionen

[Definition]Rationale FunktionSind p1 und p2 zwei Polynome, so heisst eine Funktion mit Abbildungsvorschrift

‘f(x) = p 1(x)p 2(x)

rationale Funktion .

Der natrliche Definitionsbereich dieser rationalen Funktion ist Df = {x2|p2(x) 6= 0} . 5 Reelle Funktionen

[Definition]PotenzfunktionEine Funktion mit Abbildungsvorschrift

f(x) = xb, b ∈ R heisst Potenzfunktion .

Ist b nicht ganzzahlig, aber rational, d.h. b ∈ Q spricht man auch von einer Wurzelfunktion . 5 Reelle Funktionen

[Definition]ExponentialfunktionEine Funktion mit Abbildungsvorschrift

f(x) = bx, b ∈ R, b > 0

heisst Exponentialfunktion mit der Basis b .

Ist die Basis b gleich der Zahl e , so wird sie auch natrliche Exponentialfunktion ‘exp(x) = exgenannt. 5 Reelle Funktionen

[Definition]Logarithmische FunktionEine Funktion mit Abbildungsvorschrift

f(x) = logbx, b > 0, b 6= 1

heisst logarithmische Funktion zur Basis b .

Ist die Basis b gleich der Zahl e , so spricht man vom natrlichen Logarithmus und schreibt auch lnx statt logex . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Sinus- und KosinusfunktionDie reelle Funktion mit f(x) = sin(x) heisst Sinusfunktion , die reelle Funktion mit f(x) = cos(x) heisst Kosinusfunktion . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Die BetragsfunktionEine Funktion mit Abbildungsvorschrift

f(x) = |x| =
{
−xwennx < 0
x wennx ≥ 0

heisst Betragsfunktion . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Die Auf- und AbrundungsfunktionEine Funktion f : R→ Z mit

f(x) = bxc = max{y ∈ Z|y ≤ x}

heisst Abrundungsfunktion .

Eine Funktion f :! mit

f(x) = dxe = min{y ∈ Z|y ≥ x}

heisst Aufrundungsfunktion . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Abschnittsweise definierte reelle FunktionEine reelle Funktion heisst abschnittsweise definierte reelle Funktion , wenn fr ein n ≥ 2, n ∈ N , die Abbildungsvorschrift als

f(x) =


g1(x)falls x ∈ D1

...
...

gn(x)falls x ∈ Dn

mit reellen Funktionen gi : Di → Zi, Di ∩Dj = {} fr alle i 6= j, i, j = 1, . . . , n , beschrieben ist. 5 Reelle Funktionen

[]Summe, Differenz, Produkt, Quotient, Maximum, Minimum und Komposition reeller Funktionen.Sind f und g reelle Funktionen mit Definitionsbereich D . Dann sind auch

•f + g : D → R mit (f + g)(x) = f(x) + g(x)

•f − g : D → R mit (f − g)(x) = f(x)− g(x)

•f · g : D → R mit (f · g)(x) = f(x) · g(x)

• fg : {x ∈ D|g(x) 6= 0} → R mit f
g (x) = f(x)

g(x)

reelle Funktionen.

Sind g : D1 → Z1 und f : D2 → Z2 reelle Funktionen mit g(D1) ⊆ D2 , dann ist auch f ◦ g : D1 → Z2 mit (f ◦ g)(x) = f(g(x)) eine reelle Funktion. 5 Reelle Funktionen

[Definition]Die AsymptoteDie Funktion g heisst Asymptote zu der Funktion f , wenn gilt

lim
x→−∞

(f(x)− g(x)) = 0 oder lim
x→+∞

(f(x)− g(x)) = 0

Eine konstante Asymptote der Form g(x) = a, a ∈ R , heisst auch horizontale Asymptote. 5 Reelle Funktionen

[Definition]Grenzwert einer Funktion an der Stelle x0Sei x0 ∈ R und U(x0, δ) = (x0 − δ, x0 + δ) . Eine reelle Funktion f : D → Z hat fr x→ x0 (in x0 ) den Grenzwert a ∈ R ,

lim x!x0 f(x) = a,

wenn es zu jeder beliebig kleinen reellen Zahl ε > 0 eine reelle Zahl δ > 0 gibt, so dass U(x0, δ) \ {x0} ⊆ D und

|f(x)− a| < ε fr alle x ∈ U(x0, δ) \ {x0}

5 Reelle Funktionen

[Satz]Existenz des Grenzwerts einer Funktion an der Stelle x0Eine reelle Funktion f hat in x0 genau dann einen Grenzwert a ∈ R , d.h. limx→x0
f(x) = a , wenn

lim
x→x−0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = a

5 Reelle Funktionen

[Definition]Vertikale AsymptoteSei f eine reelle Funktion. Wenn

lim
x→x+

0

f(x) = ±∞ oder lim
x→x−0

f(x) = ±∞

sagt man auch, dass die Funktion f eine vertikale (oder senkrechte) Asymptote an der Stelle x0 hat.

Hat f an der Stelle x0 eine vertikale Asymptote, so nennt man x0 auch eine Polstelle . 5 Reelle Funktionen

[Satz]Der Grenzwert eEs gilt

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= e

5 Reelle Funktionen



[Definition]Stetigkeit an einer inneren StelleSei f : D → Z eine reelle Funktion. Zudem sei U(x0, δ) = (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ D fr eine reelle Zahl δ > 0 , also insbesondere x0 ∈ D .
Die Funktion f heisst stetig an der Stelle x0 oder stetig in x0 , wenn

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

Ist f nicht stetig in x0 , heisst f unstetig in x0 . Man nennt dann x0 auch eine Unstetigkeitsstelle der Funktion. 5 Reelle Funktionen
[Definition]Stetigkeit auf IntervallenEs sei f : D → Z eine reelle Funktion, a, b ∈ R mit a < b .
Die Funktion f heisst stetig auf einem offenen Intervall I ⊆ D der Form I = (a, b) , I = (−∞, b) oder I = (a,+∞) , wenn f an jeder (inneren) Stelle x0 ∈ I stetig ist 5 Reelle Funktionen
[Definition]Stckweise stetige FunktionSei f : D → Z eine reelle Funktion. Hat f endlich viele Unstetigkeitsstellen, so heisst f stckweise stetig . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Katalog stetiger FunktionenFolgende Funktionen sind auf ihrem natrlichen Definitionsbereich stetig:
• Polynome (insbesondere affin-lineare Funktionen),
• rationale Funktionen,
• Potenzfunktionen,
• Exponentialfunktionen,
• Logarithmusfunktionen,
• Sinus- und Kosinusfunktion,
• Betragsfunktion. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Stetigkeitseigenschaften der Auf- und AbrundungsfunktionDie Auf- und die Abrundungsfunktionen, dxe und bxc , sind stetig in x fr x ∈ (z, z + 1) und unstetig an der Stelle x = z fr alle z ∈ Z 5 Reelle Funktionen
[Satz]Verknpfungen stetiger FunktionenSind die beiden reellen Funktionen f : D → Z1 und g : D → Z2 stetig, so gilt
• f + g, f − g, f · g,max{f, g} und min{f, g} sind stetig auf D ,

•
(

f
g

)
ist stetig auf {x ∈ D|g(x) 6= 0} 5 Reelle Funktionen

[Satz]Die Umkehrfunktion einer stetigen FunktionIst f : I → Z eine bijektive, stetige, reelle Funktion und I ein Intervall, dann ist die Umkehrfunktion f−1 stetig auf f(I) = Z . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Stetigkeit der KompositionSeien g : D1 → Z1 und f : D2 → Z2 zwei stetige reelle Funktionen mit g(D1) ⊆ D2 .
Sind f und g stetig, so ist die Komposition f ◦ g : D1 → Z2 stetig. 5 Reelle Funktionen
[Satz]ZwischenwertsatzIst fr a, b ∈ R die reelle Funktion f : [a, b]→ Z stetig, so nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.
Mathematisch:

∀y ∈ (f(a), f(b))∃x ∈ [a, b] : f(x) = y

5 Reelle Funktionen
[Satz]NullstellensatzIst fr a, b ∈ R die Funktion f : [a, b]→ stetig, min{f(a), f(b)} < 0 und max{f(a), f(b)} > 0 , so besitzt f in [a, b] mindestens eine Nullstelle. 5 Reelle Funktionen
[Definition]Der DifferenzenquotientEs sei f : D → Z eine reelle Funktion und x0, x0 + ∆x ∈ D , wobei ∆x 6= 0 . Mit ∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0) heisst der Quotient

∆f

∆x
=
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

Differenzenquotient von f an der Stelle x0 . 5 Reelle Funktionen
[Definition]Der Differentialquotient und DifferenzierbarkeitDie reelle Funktion f : D → Z heisst differenzierbar an der inneren Stelle x0 ∈ D , falls der Grenzwert

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

existiert. Der Grenzwert f ′(x0) heisst (erste) Ableitung, Differentialquotient oder Steigung von f an der Stelle x0 bzw. x = x0 . Hufig verwendete Symbole sind neben f ′(x0) auch df
dx (x0) oder df(x0)

dx 5 Reelle Funktionen
[Definition]Die TangenteIst die reelle Funktion f : D → Z an der inneren Stelle x0 ∈ D differenzierbar, so heisst die Gerade durch (x0, f(x0))T mit Steigung f ′(x0) die Tangente an (den Graphen von) f an der Stelle x0 . Sie ist der Graph der Funktion

tx0(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

Vereinfachend bezeichnet man auch die Abbildungsvorschrift tx0
als die Tangente an f an der Stelle x0 . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Aus Differenzierbarkeit folgt StetigkeitIst eine reelle Funktion f : D → Z differenzierbar in x0 ∈ D , so ist f stetig in x0 . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Die Ableitung der Umkehrfunktion (=Umkehrsatz)Sei f : D → Z eine bijektive reelle Funktion. Ferner sei f an einer Stelle x0 ∈ D differenzierbar mit f ′(x0) 6= 0 . Dann ist die Umkehrfunktion f−1 an der Stelle y0 = f(x0) differenzierbar und es gilt

(f−1)′(y0) = (f−1)′(f(x0)) =
1

f ′(x0)

5 Reelle Funktionen
[Satz]Wichtige AbleitungenSei f eine reelle Funktion mit ihrem natrlichen Definitions- und Wertebereich und Abbildungsvorschrift
• f(x) = c, c ∈ R , dann ist f differenzierbar und es gilt f ′(x) = 0
• f(x) = xr , dann ist f fr alle r ∈ R, x ∈ Df , fr welche xr−1 definiert ist, differenzierbar und es gilt f ′(x) = r · xr−1

• f(x) = ln(x) , dann ist f differenzierbar und es gilt f ′(x) = 1
x

• f(x) = ex , dann ist f differenzierbar und es gilt f ′(x) = ex

• f(x) = sin(x) , dann ist f differenzierbar und es gilt f ′(x) = cos(x)
• f(x) = cos(x) , dann ist f differenzierbar und es gilt f ′(x) = − sin(x) 5 Reelle Funktionen
[Definition]Rechenregeln fr AbleitungenSind f : D → Z und g : D → Z reelle Funktionen, die an einer Stelle x0 ∈ D differenzierbar sind, so sind auch die Funktionen f + g, f − g, f · g und f/g (sofern g(x0) 6= 0 ) an der Stelle x0 differenzierbar und es gilt:
• (f(x0) + g(x0))′ = f ′(x0) + g′(x0) (Summenregel) ,
• (f(x0)− g(x0))′ = f ′(x0)− g′(x0) (Differenzenregel) ,
• (f(x0) · g(x0))′ = f ′(x0) · g(x0) + f(x0)g′(x0) (Produktregel) ,

•
(

f(x0)
g(x0)

)′
= f ′(x0)g(x0)−f(x0)g′(x0)

g(x0)2 (Quotientenregel) . 5 Reelle Funktionen

[Satz]KettenregelIst die reelle Funktion g : D1 → Z1 an der Stelle x0 ∈ D1 differenzierbar und f : D2 → Z2 an der Stelle y0 = g(x0) ∈ D2 differenzierbar und gilt g(D1) ⊆ D2 , dann ist die zusammengesetzte Funktion h = (f ◦ g) differenzierbar an der Stelle x0 , wobei

h′(x0) = (f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0)

5 Reelle Funktionen
[Definition]Stetig differenzierbare FunktionSei n ∈ N . Eine reelle Funktion f : D → Z heisst n-mal differenzierbar in x ∈ D , wenn f (n)(x) existiert. Ist die Funktion f (n) in x zustzlich stetig, so heisst die Funktion n-mal stetig differenzierbar in x ∈ D .
Ist f eine reelle Funktion, welche n-mal (stetig) differenzierbar fr alle x ∈ D ist, so heisst f kurz n-mal (stetig) differenzierbar. Ist eine reelle Funktion n-mal stetig differenzierbar fr alle n ∈ N , dann nennt man sie unendlich oft stetig differenzierbar oder glatt . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Mittelwertsatz der DifferentialrechnungFr a, b ∈ R, a < b sei die reelle Funktion f : D → Z auf dem Intervall [a, b] ⊆ D stetig und auf (a, b) differenzierbar.
Dann gibt es mindestens ein x0 ∈ (a, b) , so dass

f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a
5 Reelle Funktionen

[Satz]Die Ableitung der konstanten FunktionIst f auf (a, b) differenzierbar, so gibt es ein c ∈ R mit f(x) = c fr alle x ∈ (a, b) genau dann, wenn f ′(x) = 0 fr alle x ∈ (a, b) . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Funktionen mit gleicher AbleitungSind f und g differenzierbar auf (a, b) und ist f ′(x) = g′(x) fr alle x ∈ (a, b) , so unterscheiden sich f und g auf (a, b) nur in einer Konstante c ∈ R , d.h.

∃c ∈ R ∀x ∈ (a, b) : f(x) = g(x) + c

5 Reelle Funktionen
[Satz]Erste Regel von l‘Hospital (0 durch 0)Sei x0 ∈ R, ε > 0 und f, g (mindestens) auf (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0} definiert und dort differenzierbar. Ferner sei
• limx→x0

f(x) = limx→x0
g(x) = 0 ,

• g′(x) 6= 0 fr alle x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0} und

• limx→x0

f ′(x)
g′(x) existiert oder hat einen uneigentlichen Grenzwert.

Dann gilt:

lim x→ x0
f(x)
g(x) = limx→ x0

f ′(x)
g′(x) Unter entsprechend angepassten Voraussetzungen gilt dies auch fr links- und rechtsseitige Grenzwerte und fr Grenzwerte gegen ±∞ . 5 Reelle Funktionen

[Satz]Zweite Regel von l‘Hospital (Unendlich durch Unendlich)Sei x0 ∈ R, ε > 0 und f, g (mindestens) auf (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0} definiert und dort differenzierbar. Ferner sei
• limx→x0

f(x) = ±∞ und limx→x0
g(x) = ±∞ ,

• g′(x) 6= 0 fr alle x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0} und

• limx→x0

f ′(x)
g′(x) existiert oder hat einen uneigentlichen Grenzwert.

Dann gilt:

lim x→ x0
f(x)
g(x) = limx→ x0

f ′(x)
g′(x) Unter entsprechend angepassten Voraussetzungen gilt dies auch fr links- und rechtsseitige Grenzwerte und fr Grenzwerte gegen ±∞ . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Monotonieverhalten reeller FunktionenGilt fr eine reelle Funktion f : D → Z und fr eine Teilmenge M ⊆ D , dass fr alle x1, x2 ∈M mit x1 < x2
• f(x1) ≤ f(x2) , so heisst f monoton steigend (oder monoton wachsend) auf M bzw. in M ;
• f(x1) < f(x2) , so heisst f streng monoton steigend (oder streng monoton wachsend) auf M bzw. in M ;
• f(x1) ≥ f(x2) , so heisst f monoton fallend auf M bzw. in M ;
• f(x1) > f(x2) , so heisst f streng monoton fallend auf M bzw. in M .
Ist f (streng) monoton steigend oder (streng) monoton fallend auf M , so sagt man auch, dass f (streng) monoton auf M ist.
Gilt eine dieser Eigenschaften fr M = D , wird auf den Zusatz auf D oft verzichtet. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Ein MonotoniekriteriuSei f : D → Z eine reelle Funktion und I ⊆ D ein Intervall. Ist f auf I stetig und an jeder inneren Stelle differenzierbar, dann gilt:
• f ′(x) ≥ 0 fr alle inneren Stellen x ∈ I ⇔ f monoton steigend auf I
• f ′(x) ≤ 0 fr alle inneren Stellen x ∈ I ⇔ f monoton fallend auf I
• f ′(x) > 0 fr alle inneren Stellen x ∈ I ⇒ f streng monoton steigend auf I
• f ′(x) < 0 fr alle inneren Stellen x ∈ I ⇒ f streng monoton fallend auf I 5 Reelle Funktionen
[Satz]InjektivittskriteriumIst f : D → Z eine (auf D ) streng monotone reelle Funktion, so ist f injektiv auf D . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Injektivitt stetiger FunktionenIst I ein Intervall und ist die reelle Funktion f : I → Z stetig, dann gilt:
f ist genau dann injektiv, wenn f auf I streng monoton ist. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Monotonieeigenschaft der UmkehrfunktionIst die reelle Funktion f : D → f(D) streng monoton, so existiert die Umkehrfunktion f−1 : f(D)→ D .
Ist f streng monoton steigend, so ist die Umkehrfunktion f−1 : f(D)→ D streng monoton steigend.
Ist f streng monoton fallend, so ist die Umkehrfunktion f−1 : f(D)→ D streng monoton fallend. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Die Summe zweier monotoner FunktionenEs seien f und g reelle Funktionen auf dem gemeinsamen Definitionsbereich D .
• Ist f monoton steigend und g (streng) monoton steigend, so ist auch die Summe f + g (streng) monoton steigend.
• Ist f monoton fallend und g (streng) monoton fallend, so ist auch die Summe f + g (streng) monoton fallend. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Monotonieeigenschaft von Maximum und MinimumEs seien f : D → Z1 und g : D → Z2 reelle Funktionen.
• Sind f und g (streng) monoton steigend, so sind auch max{f, g} und min{f, g} (streng) monoton steigend.
• Sind f und g (streng) monoton fallend, so sind auch max{f, g} und min{f, g} (streng) monoton fallend. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Komposition monotoner FunktionenEs seien f : D2 → Z2 und g : D1 → Z1 reelle Funktionen. Ausserdem seien M1 ⊆ D1 resp. M2 ⊆ D2 mit g(M1) ⊆M2 .
• Sind f und g beide (streng) monoton steigend auf M2 resp. M1 , so ist auch die Komposition (f ◦ g) (streng) monoton steigend auf M1 .
• Sind f und g beide (streng) monoton fallend auf M2 resp. M1 , so ist die Komposition (f ◦ g) (streng) monoton steigend auf M1 .
• Ist f (streng) monoton steigend und g (streng) monoton fallend auf M2 resp. M1 , so ist die Komposition (f ◦ g) (streng) monoton fallend auf M1 .
• Ist f (streng) monoton fallend und g (streng) monoton steigend auf M2 resp. M1 , so ist die Komposition (f ◦ g) (streng) monoton fallend auf M1 . 5 Reelle Funktionen
[Definition]Konvexe und konkave FunktionenDie reelle Funktion f : D → Z heisst auf dem Intervall I ⊆ D
• konvex , wenn αf(x1) + (1− α)f(x2) ≥ f(αx1 + (1− α)x2) fr alle x1, x2 ∈ I und 0 < a < 1
• streng konvex , wenn αf(x1) + (1− α)f(x2) > f(αx1 + (1− α)x2) fr alle x1, x2 ∈ I und 0 < a < 1
• konkav , wenn αf(x1) + (1− α)f(x2) ≤ f(αx1 + (1− α)x2) fr alle x1, x2 ∈ I und 0 < a < 1
• streng konkav , wenn αf(x1) + (1− α)f(x2) < f(αx1 + (1− α)x2) fr alle x1, x2 ∈ I und 0 < a < 1 5 Reelle Funktionen
[Satz]Konvexittskriterien einer differenzierbaren FunktionEs sei I ⊆ D ein Intervall und f : D ⊆ Z eine reelle Funktion, welche auf I stetig und an jeder inneren Stelle des Intervalls differenzierbar ist. Dann sind die folgenden Aussagen paarweise quivalent zueinander:
• f ist konvex in I
• f ′ ist monoton steigend in I
Analog gilt: • f ist streng konvex in I
• f ′ ist streng monoton steigend in I
Analog gilt das selbe fr konkav (einfach mit (streng) monoton fallend) 5 Reelle Funktionen
[Satz]Konvexittskriterium einer zweimal differenzierbaren FunktionEs sei f : D → Z eine reelle Funktion, die auf dem Intervall I ⊆ D stetig und an allen inneren Stellen zweimal differenzierbar ist.
Die Funktion f ist genau dann konvex auf I , wenn f ′′(x) ≥ 0 fr alle inneren Stellen x ∈ I .
Gilt f ′′(x) > 0 fr alle inneren Stellen x ∈ I , dann ist f streng konvex auf I .
Die Funktion f ist genau dann konkav auf I , wenn f ′′(x) ≤ 0 fr alle inneren Stellen x ∈ I .
Gilt f ′′(x) < 0 fr alle inneren Stellen x ∈ I , dann ist f streng konkav auf I . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Krmmungsverhalten der SummeSind f und g reelle Funktionen und I ein Intervall, so gilt:
• Sind f und g beide (streng) konvex auf I , so ist auch die Summe f + g (streng) konvex auf I .
• Sind f und g beide (streng) konkav auf I , so ist auch die Summe f + g (streng) konkav auf I . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Krmmungsverhalten bei Maximum und MinimumEs seien f und g reelle Funktionen und I ein Intervall.
• Sind f und g (streng) konvex auf I , so ist auch die Funktion max{f, g} (streng) konvex auf I .
• Sind f und g (streng) konkav auf I , so ist auch die Funktion min{f, g} (streng) konkav auf I . 5 Reelle Funktionen
[Definition]WendepunktSei f : D → Z eine reelle Funktion und x0 ∈ D . Die Funktion f hat an der Stelle x0 einen Wendepunkt , wenn es ein ε > 0 gibt, so dass f auf (x0 − ε, x0] streng konkav und auf [x0, x0 + ε) streng konvex ist.
Ebenso hat f an der Stelle x0 einen Wendepunkt, wenn f auf (x0 − ε, x0] streng konvex und auf [x0, x0 + ε) streng konkav ist.
Ist die Funktion f an der Stelle x0 zustzlich differenzierbar mit f ′(x0) = 0 , so nennt man x0 auch Sattelpunkt oder Terrassenpunkt . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Notwendige Bedingung fr WendepunkteEs sei f : D → Z eine reelle Funktion, die auf dem Intervall (x0 − ε, x0 + ε) zweimal differenzierbar ist. Hat f an der Stelle x0 einen Wendepunkt, dann gilt f ′′(x0) = 0 . 5 Reelle Funktionen
[Definition]SymmetrieeigenschaftenDie reelle Funktion f : D → Z , fr die fr alle xinD auch −x ∈ D ist, heisst
• spiegelsymmetrisch um die y-Achse (oder achsensymmetrisch zur y-Achse bzw. gerade), wenn

f(x) = −f(x) ∀x ∈ D
• punktsymmetrisch zum Urspung (oder ungerade), wenn

f(x) = f(−x) ∀x ∈ D
5 Reelle Funktionen

[Definition]Periodische FunktionenEine reelle Funktion f : D → Z , fr die fr alle x ∈ D mit T > 0 (fest) auch x+ T ∈ D gilt, heisst periodisch mit Periode T , falls

f(x+ T ) = f(x) ∀x ∈ D
5 Reelle Funktionen

[Satz]Darstellungsformen eines PolynomsEs sei p(x) =
∑n

k=0 akx
k ein Polynom vom Grad n ∈ N0 und x0 ∈ R . Dann gilt

p(x) = p(x0) +
n∑

k=1

p(k)(x0)

k!
(x− x0)k

fr alle x ∈ R . 5 Reelle Funktionen
[Definition]TaylorpolynomSei n ∈ N0 . Fr eine reelle Funktion f , die n-mal auf einem offenen Intervall I differenzierbar ist, heisst das Polynom

tn,x0
(x) = f(x0) +

n∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

fr x, x0 ∈ I Taylorpolynom n-ten Grades fr f an der Stelle x0 . Die Differenz

rn,x0(x) = f(x)− tn,x0(x)

bezeichnet man als Restglied und die Darstellung

f(x) = f(x0) +

n∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + rn,x0

(x)

als Taylor-Formel oder Taylor-Entwicklung von f an der Stelle x0 . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Funktionswert und Ableitungen von TaylorpolynomenSei f eine reelle Funktion und tn,x0

(x) das Taylorpolynom n-ten Grades von f an der Stelle x0, n ∈ N0 . Dann gilt tn,x0
(x0) = f(x0) und, wenn n ≥ 1, t

(k)
n,x0(x0) = f (k)(x0) fr alle k = 1, . . . , n . 5 Reelle Funktionen

[Satz]Satz von TaylorSei f eine reelle Funktion, die auf dem offenen Intervall I (mindestens) (n+ 1) -mal stetig differenzierbar ist. Dann existiert fr beliebige x0, x ∈ I eine Zwischenstelle ξ also eine Stelle ξ ∈ (x0, x) falls x0 < x bzw. ξ ∈ (x, x0) falls x < x0 , so dass

f(x) =f(x0) +

n∑
k=1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k︸ ︷︷ ︸

tn,x0(x)

+
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1)︸ ︷︷ ︸

rn,x0 (x)

5 Reelle Funktionen
[Definition]Globale ExtremaSei f : D → Z eine reelle Funktion. Gibt es ein xmax ∈ D mit f(xmax) ≥ f(x) fr alle x ∈ D , so heisst

maxf(D) = maxx∈Df(x) = f(xmax)

globales Maximum von f und xmax globale Maximalstelle . Die Menge aller globalen Maximalstellen wird durch arg maxx∈Df(x) symbolisiert.
Gibt es ein xmin ∈ D mit f(xmin) ≤ f(x) fr alle x ∈ D , so heisst

minf(D) = minx∈Df(x) = f(xmin)

globales Minimum von f und xmin globale Minimalstelle . Die Menge aller globalen Minimalstellen wird durch arg minx∈Df(x) symbolisiert.
Ein globales Maximum oder globales Minimum wird auch als globales Extremum oder Extremwert bezeichnet, analog ist eine (globale) Extremalstelle eine (globale) Minimal- oder (globale) Maximalstelle. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Min-Max DualittDie reelle Funktion f : D → Z hat genau dann ein globales Maximum an der Stelle x0 , wenn die reelle Funktion −f an der Stelle x0 ein globales Minimum hat. Es gilt minx∈D(−f(x)) = −maxx∈Df(x) .
Die reelle Funktion f : D → Z hat genau dann ein globales Minimum an der Stelle x0 , wenn die reelle Funktion −f an der Stelle x0 ein globales Maximum hat. Es gilt maxx∈D(−f(x)) = −minx∈Df(x) . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Satz von WeierstrassEine auf einem abgeschlossenen und beschrnkten Intervall [a, b] ⊆ R stetige Funktion f : [a, b]→ R hat sowohl ein globales Maximum als auch ein globales Minimum. 5 Reelle Funktionen
[Definition]Lokale Extrema und ExtremalstellenEs sei f : D → Z eine reelle Funktion, eine Stelle x0 ∈ D und U(x0, ε) = (x0 − ε, x0 + ε) .
Die Funktion f hat in x0 ein lokales Maximum f(x0) , falls ein ε > 0 existiert, so dass

f(x0) ≥ f(x) fr alle x ∈ U(x : 0, ε) ∩D
In diesem Fall ist x0 lokale Maximalstelle von f .

Die Funktion f hat in x0 ein lokales Minimum f(x0) , falls ein ε > 0 existiert, so dass

f(x0) ≤ f(x) fr alle x ∈ U(x : 0, ε) ∩D
In diesem Fall ist x0 lokale Minimalstelle von f .

Lokales Extremum ist der Sammelbegriff fr ein lokales Maximum oder Minimum, eine lokale Extremalstelle ist eine lokale Minimal- oder Maximalstelle. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Globale und lokale ExtremaIst x0 ∈ D eine globale Extremalstelle der reellen Funktion f : D → Z , dann ist x0 auch eine lokale Extremalstelle. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Kriterium von FermatFr a, b ∈ R, a < b sei f : (a, b)→ Z eine reelle differenzierbare Funktion, welche an der Stelle x0 ∈ (a, b) ein lokales Extremum besitzt.
Dann gilt f ′(x0) = 0 . 5 Reelle Funktionen
[Definition]Stationre PunkteEine reelle Funktion f : D → Z hat an der inneren Stelle x0 von D einen stationren Punkt (x0, f(x0))T oder kritischen Punkt, falls f ′(x0) = 0 .
Die Stelle x0 mit f ′(x0) = 0 nennen wir stationre Stelle . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Hinreichendes Kriterium zweiter OrdnungSei f : D → Z eine reelle auf (x0 − ε, x0 + ε) ⊆ D zweimal stetig differenzierbare Funktion, ε > 0 , und f ′(x0) = 0 .
• Gilt fprime′(x0) > 0 dann hat f in x0 ein lokales Minimum.
• Gilt fprime′(x0) < 0 dann hat f in x0 ein lokales Maximum. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Hinreichendes Optimalittskriterium n-ter OrdnungSei f : D → Z eine reelle Funktion und x0 ∈ D . Fr ein n ∈ N,n ≥ 2 , sei f auf (x0 − ε, x0 + ε) ⊆ D n -mal stetig differenzierbar mit

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0

Ist n gerade und
• f (n)(x0) > 0 , so ist x0 eine lokale Minimalstelle.
• f (n)(x0) < 0 , so ist x0 eine lokale Maximalstelle.
Ist n ungerade, so hat f an der Stelle x0 einen Sattelpunkt. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Globale Extrema konvexer und konkaver FunktionenSei f : D → Z eine reelle und differenzierbare Funktion mit stationrer Stelle x0 ∈ D .
Ist f konvex, so hat f in x0 ein globales Minimum.
Ist f konkav, so hat f in x0 ein globales Maximum. 5 Reelle Funktionen
[Definition]Beschrnkte FunktionenIst der Wertebereich f(D) einer reellen Funktion f : D → Z beschrnkt, so heisst f beschrnkt . 5 Reelle Funktionen
[Definition]Die StammfunktionSei f : D → Z1 eine reelle Funktion und D ein Intervall. Jede reelle Funktion F : D → Z2 mit

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ D
heisst Stammfunktion von f . 5 Reelle Funktionen

[Satz]Uneindeutigkeit von StammfunktionenSei f eine reelle Funktion mit Stammfunktion F .
• Ist G eine Stammfunktion von f , so unterscheiden sich F und G nur um eine Konstante c ∈ R , d.h. F (x) = G(x) + c .
• Fr jedes c ∈ R ist auch G(x) = F (x) + c eine Stammfunktion von f . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Wichtige StammfunktionenSei D ⊆ R ein Intervall, c ∈ R . Eine Stammfunktion F : D → R von f : D → R mit
• f(x) = xr ist durch F (x) = 1

r+1x
r+1 + c fr alle r ∈ R \ {−1} gegeben.

• f(x) = x−1 = 1
x ist durch F (x) = ln(x) + c , wenn D ⊆ (0,+∞) , und F (x) = ln(−x) + c , wenn D ⊆ (−∞, 0) , also allgemein F (x) = ln(|x|) + c gegeben.

• f(x) = ex ist durch F (x) = ex + c gegeben.
• f(x) = sin(x) ist durch F (x) = − cos(x) + c gegeben.
• f(x) = cos(x)? ist durch F (x) = sin(x) + c gegeben. 5 Reelle Funktionen
[Definition]Das unbestimmte IntegralSei f eine reelle Funktion mit Stammfunktion F . Die Menge aller (unendlich vielen) Stammfunktionen von f bezeichnet man als unbestimmtes Integral ∫

f(x) dx = F (x) + c, c ∈ R

Man bezeichnet x als Integrationsvariable , f(x) als Integranden und c als Integrationskonstante . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Rechenregeln fr unbestimmte IntegraleFr zwei reelle Funktionen f und g mit Stammfunktionen F (x) und G(x) gilt:

•
∫
αf(x)dx = α

∫
f(x) dx = αF (x) + c , fr alle α ∈ R

•
∫

(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx = F (x) +G(x) + c

•
∫

(f(x)− g(x)) dx =

∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx = F (x)−G(x) + c 5 Reelle Funktionen

[Satz]Integration durch SubstitutionEs sei f : D1 → Z1 eine reelle Funktion mit Stammfunktion F , und g : D2 → Z2 eine reelle differenzierbare Funktion mit g(D2) ⊆ D1 . Dann gilt ∫
g′(x) · f(g(x)) dx = F (g(x)) + c, c ∈ R

5 Reelle Funktionen
[Satz]Folgerungen aus der SubstitutionsmethodeSei f eine reelle Funktion mit Stammfunktion F und g eine reelle differenzierbare Funktion. Dann gilt:

•
∫
g′(x)eg(x) dx = eg(x) + c, c ∈ R

•
∫
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax+ b) + c, c ∈ R , fr alle a, b ∈ R, a 6= 0

•
∫
g′(x)

g(x)
dx = ln(|g(x)|) + c, c ∈ R , mit g(x) 6= 0 . 5 Reelle Funktionen

[Satz]Partielle IntegrationEs seien f und g zwei differenzierbare reelle Funktionen. Dann gilt∫
f(x) · g′(x) dx = f(x) · g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx . 5 Reelle Funktionen

[Definition]Riemann-integrierbare FunktionenDie reelle Funktion f : D → Z, [a, b] ⊆ D, a, b ∈ R , heisst (Riemann-)integrierbar im bzw. auf dem Intervall [a, b] , wenn sie beschrnkt ist und der Grenzwert der Untersumme dem Grenzwert der Obersumme entspricht, also wenn

lim
n→+∞

Un = lim
n→+∞

n∑
k=1

b− a
n

uk = lim
n→+∞

n∑
k=1

b− a
n

ok = lim
n→+∞

On

mit uk = infx∈Ik f(x) und ok = supx∈Ik f(x) und Ik =
[
a+ (k − 1) b−a

n , a+ k b−a
n

]
. 5 Reelle Funktionen

[Definition]Das bestimmte IntegralSei f eine im Intervall [a, b] Riemann-integrierbare Funktion. Den Grenzwert ∫ b

a

f(x) dx = lim
n→+∞

Un = lim
n→+∞

On

bezeichnet man als das bestimmte Integral von f im, ber oder auf dem Intervall [a, b] .
Hierbei bezeichnet man x als Integrationsvariable, f(x) als Integranden, und a und b als Integrationsgrenzen. 5 Reelle Funktionen
[Satz]Das bestimmte Integral einer konstanten FunktionSei f(x) = k mit k ∈ R und a, b ∈ R, a < b . Dann gilt ∫ b

a

k dx = k · (b− a)

5 Reelle Funktionen
[Definition]Punktintegral und Tausch der IntegrationsgrenzenEs sei f eine auf [a, b] Riemann-integrierbare reelle Funktion, z ∈ [a, b] . Dann definieren wir ∫ z

z

f(x) dx = 0

und ∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx

5 Reelle Funktionen
[Satz]Rechenregeln fr bestimmte IntegraleSei f eine auf [a, b] Riemann-integrierbare reelle Funktion, a, b ∈ R . Dann gilt:

• Ist α ∈ R , dann gilt

∫ b

a

(αf(x)) dx = α

∫ b

a

f(x) dx

• Ist z ∈ [a, b] , dann gilt

∫
baf(x)dx =

∫ z

a

f(x) dx+

∫ b

z

f(x) dx

• Ist zudem g eine auf [a, b] Riemann-integrierbare reelle Funktion, a, b ∈ R , dann gilt ∫ b

a

(f + g)(x), dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

und ∫ b

a

(f − g)(x), dx =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

g(x) dx

5 Reelle Funktionen
[Satz]Symmetrieeigenschaften von bestimmten IntegralenGegeben sei ein a > 0 und eine auf [−a, a] Riemann-integrierbare reelle Funktion, a ∈ R .
• Ist f punktsymmetrisch zum Ursprung, dann gilt ∫ −a

a

f(x) dx = 0

• Ist f spiegelsymmetrisch zur y -Achse, dann gilt ∫ −a
a

f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx

5 Reelle Funktionen

[Satz]Der Vergleichssatz fr bestimmte IntegraleSeien f , g auf [a, b] Riemann-integrierbare reelle Funktionen mit f(x) ≤ g(x) fr alle x ∈ [a, b] . Dann gilt auch

∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx 5 Reelle Funktionen

[Satz]Der Mittelwertsatz der IntegralrechnungFr jede auf [a, b] stetige, reelle Funktion f existiert ein ξ ∈ [a, b] . mit ∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a)

5 Reelle Funktionen
[Satz]Hauptsatz der Differential- und IntegralrechnungEs sei f : [a, b]→ Z eine stetige reelle Funktion. Dann ist die auf [a, b] definierte Funktion

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b]

differenzierbar auf [a, b] und es gilt

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ (a, b)

An den Intervallgrenzen gilt F ′+(a) = f(a)undF ′−(b) = f(b) . 5 Reelle Funktionen
[Satz]Die Berechnung des bestimmten IntegralsIst F eine Stammfunktion der auf [a, b] Riemann-integrierbaren stetigen, reellen Funktion f , dann gilt ∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]
b
a = F (b)− F (a)


